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Este traballo estda dedicado a expofier moi
someramente algunhas das aportaciéns de Euler

no campo da teoria de niimeros.
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Euler and number theory

This work concisely sets out some of the Euler’s

contributions in the field of Number Theory.

Key words: Euler, Number theory.

Euler e a teoria de numeros

RICARDO MORENO CASTILLO

Euler, algiins datos biograficos

Na cidade suiza de Basilea, no ano 1707, chegou ao mundo
Leonhard Euler, un dos mais importantes matematicos da
historia e, sen lugar a dibidas, o mais prolifico. A sia bi-
bliografia consta de 886 titulos, e a stia producién cientifica
supuxo unha media dunhas 800 paxinas anuais. Seu pai, un
pastor calvinista, esperaba que o fillo seguise 0 mesmo ca-
mino, pero na universidade de Basilea tivo ocasion de tratar
a Johann Bernoulli (1667-1748), e este encontro foi decisivo
para decantarse polas Matemadticas. Aos vinte e tres anos
incorporouse & Academia de San Petersburgo, fundada pola
emperatriz Catalina I, e dende entén a revista da Academia
foi publicando traballos de Euler, un tras outro, ata cin-
cuenta anos despois da sia morte. En 1741 aceptou unha
invitacién de Federico, o Grande para formar parte da Aca-
demia de Berlin, pero a estancia en Prusia non foi demasia-
do feliz, e en 1766 volveu a Rusia. A partir de 1771 quedou
completamente cego, pero esta circunstancia no interrom-
peu o ritmo das suas publicaciéns. Morreu repentinamente
en 1783, 4 idade de setenta e seis anos. Laplace dicia con
frecuencia: “Lede a Euler, lede a Euler, el é o mestre de
todos nés”. Non cabe mellor homenaxe.

Euler tocou case todos os rexistros da Matematica, e non
hai ningunha rama dela na que non estea a stia pegada. A
continuaciéon veremos algins dos seus descubrimentos na
teoria de ntimeros.
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Un problema da Aritmética de Diofanto

O problema 9 do libro II da Aritmética de Diofanto propén o seguinte. Dado un nimero racional que
é suma de dous cadrados, encontrar outra expresiéon dese niimero como suma doutros dous cadrados. Euler
demostrou que o problema ten infinitas soluciéns. En efecto, sexa ¢ = a? + b?, tratase de atopar todas as
soluciéns da ecuacién ¢ = x2 + y2. Facemos © = a + mu e y = b — nu, e chegamos ao seguinte:

2(bn — am)
m2+n?

Disto dediicense facilmente todas as soluciéns do problema:s:

_ 2bmn + a(n? —m?)
N m2 + n?
_ 2amn + b(m? —n?)
N m2 + n?
Con estas férmulas podemos fabricar todas as soluciéns. Se collemos o caso concreto 13 = 22 + 33 (que
é o que aparece na Aritmética) estes son algins dos valores posibles para x e y:

)

m | n T Y

2 1] 6/5 | 17/5

31| 1/5 | 18/5

4| 1]6/17 | 61/17

5 | 2] 18/29 | 103/29

7 [ 3] 23/29 | 102/29

As ecuacions lineais

E cousa sabida que unha ecuacién diofantica linear ax + by = ¢ ten solucién se 0 maximo comun divisor
dos coeficientes a e b divide ao termo independente c. Por esta razén, sempre podemos imaxinar, sen merma
ningunha de xeneralidade, que a e b son primos entre si. Tamén se sabia dende hai moito que, se temos
unha solucién ¢z = « e y = [, temos infinitas, e ademais faciles de encontrar: para calquera valor enteiro
de t, os nimeros r = o + bt e y = [ — at son unha nova solucién. O que xa non é cousa tan trivial, se a
e b son un pouco grandes, é atopar a primeira, a que permite dar con todas as demais. Euler descubriu un
procedemento para calculala, consistente en despexar a incégnita de menor coeficiente, extraer despois da
fraccién a maior parte enteira, e fabricar co resto unha nova ecuacién mais simple cé inicial. Imos ilustrar
isto mediante un exemplo. Pensemos na ecuacién 315z + 22y = 16. A incégnita que leva o coeficiente menor
é o y. Enton:

16 — 315z 16 — 7z
Y = = — 14z.
22 22
Facemos (16 — 7x)/22 = u, e temos a ecuacién 7x 4 22u = 16, e reiteramos o procedemento:

16 — 22u 2—u
= = 2 — 3u.
T - - + 3u

Facemos (2 — u)/7 = v e chegamos & ecuacién u + 7v = 2. Se facemos (por exemplo) v = 0, temos que
u=2¢=—-4ey=>58
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Sobre a cantidade de niimeros menores ca un nimero dado que son
primos con el

Inspirdndose na criba de Eratdstenes, Euler ideou un método para saber, dado un nimero n, cantos
nimeros hai menores que n que sexan primos con el. Consideremos a seguinte funcién entre niimeros enteiros:

©(n) = cantidade de nimeros < n (que sexan primos con n)

Sexa n = p7'py? - pp* a descomposicién de n en factores primos. Da sucesién {1,2,...,n} eliminamos
todos os numeros divisibles por p;, que son en total n/p;, e quedan n — n/p;. De entre eles tachamos os
multiplos de pa, que son (n —n/p1)/p2, e calculamos cantos quedan:

— 1 1
n_n_nn/pl:n(l_> (1_)
P1 D2 Y4 P2

Reiterando o razoamento ata chegar a pg, temos a férmula:

e =n(5) (=) (-3)

Por exemplo, se para n = 100, como 100 = 22 x 52, temos que:

©(100) = 100 (1 - ;) (1 - ;) =100 (;) (g) — 40

Outro exemplo: 333,333 = 32 x 7 x 11 x 13 x 37, logo:

1 1 1 1 1
= 1—-- 1—-= 1—— 1-— 1-—=|=1 2
©(333333) 333333( 3) < 7) ( 11) ( 13) ( 37> 55520

A infinitude dos niimeros primos

Xa sabemos dende Euclides (proposicién 20 do libro X dos Elementos) que hai infinitos ntimeros primos.
Euler demostrou isto utilizando series infinitas, dando asi os primeiros pasos na teoria analitica de ntimeros.
Para cada primo p considerou a igualdade:

1\ ! 11 1
1-=) =l4+-+5+5+..
p p p* p

Despois, multiplicou membro a membro todas as igualdades asi obtidas. Cada sumando do segundo

membro do produto é o inverso dun produto de potencias de niimeros primos, e como todo nimero enteiro
n é un produto de potencias de niimeros primos, sucede o seguinte:

1\ ! 1 1 1 > 1
1;[(1—29) _1;[<1+p+pz+pg+...)_;n

Se o nimero de primos fose finito, o produto da esquerda tamén seria finito, e a a serie da dereita
converxerfa. Pero sabemos (xa dende o século XIV) que non é asi.
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Os nimeros congruentes

Para un mellor entendemento do que segue, convén falar algo de nimeros congruentes. Dous ntimeros
enteiros a e b son congruentes respecto doutro enteiro m se a sia diferenza é multiplo de m (ou o que é igual, se
dan idéntico resto ao seren divididos entre m). Isto escribese desta maneira: a = b (mod m). O mais pequeno
nimero positivo congruente con a respecto de m chamase o resto de a en relacién a m, e é xustamente
o resto de dividir a por m. As congruencias conservan as operacions aritméticas. Isto quere dicir que se
a =b(modm) e ¢ = d(modm), tamén sucede que a + ¢ = b+ d(modm) e ac = bd (modm). O concepto de
nimero congruente non foi definido dun modo explicito ata o século XVIII, pero foi tacitamente utilizado
dende moito antes. Esta maneira de comportarse as congruencias, case como se fosen igualdades (poden ser
sumadas e multiplicadas membro a membro), permite crear unha dlxebra que, en certas cousas, parécese
4 alxebra tradicional, pero que noutras difire claramente dela. Pensemos na ecuacién z? = 3 (mod 11). Os
nimeros 5 e 6 cumpren a ecuacién, logo son soluciéns. Agora ben, os numeros 16, 27, 38, ... , tamén a
cumpren, pero como son congruentes entre si e con 5, non se consideran soluciones distintas del. O mesmo
sucede cos numeros 17, 28, 39, ... , que son congruentes con 6. En cambio, 5 e 6 si son soluciéns distintas
porque non son congruentes. Curiosamente, dicir que a ecuacién tena solucions equivale a dicir que o 3, que
como numero enteiro carece de raiz cadrada, na alxebra das congruencias moédulo 11 si que a ten.

Non é esta a tinica cousa chamativa que sucede coas congruencias. Por exemplo, a ecuacién 22 = 1 (mod 8)
ten como soluciéns a 1, 3, 5 e 7, catro soluciéns distintas (enténdase: non congruentes) para una ecuacién
de segundo grao. O teorema fundamental da dlxebra clédsica, segundo o cal o nimero de soluciéns dunha
ecuacion non pode exceder o grao desta, non sempre funciona na alxebra de congruencias.

Euler e as conxecturas de Fermat

Entre as conxecturas que Fermat deixou abertas, estén as tres seguintes: todo nimero da forma 22" + 1
é primo, a ecuacién z" +y™ = 2™ (con n > 3) non ten solucién entre os niimeros enteiros, e para todo primo
p e todo nimero enteiro a non divisible por p sucede que a?~! = 1(mod p) (este 1iltimo resultado chdmase
o pequeno teorema de Fermat). Euler demostrou a terceira; a segunda, no caso particular n = 3, e refutou a
primeira. Ponendo en xogo a sua incrible habilidade para o calculo, chegou 4 descomposicion:

922° 11 = 4294967297 = 6700417 x 641

7 n 7’ s .
Hoxe sabemos que para 5 < n < 16, o ntimero 22" + 1 é composto, e non se sabe de mais primos de
Fermat despois dos cinco primeiros. Algiing mateméticos opinan (ainda que non estd demostrado) que eses
cinco son os Unicos que hai.

Unha ampliacién do pequeno teorema de Fermat

Xa se falou da funcién, introducida por Euler, que asigna a cada nimero n outro nimero ¢(n) igual
4 cantidade de numeros primos con n que hai por debaixo del. Esta cantidade foi chamada por Edouard
Lucas, un matemaético francés que viviu entre os anos 1842 e 1891, o indicador de n. Pois ben, Euler demostrou
que se n é primo con a, entén a¥(™ = 1(mod n). De aqui sae, como caso particular, o pequeno teorema de
Fermat, porque se p é un ntimero primo, ¢(p) =p — 1.

Non se entrard na demostracion, pero si se comprobard nun caso concreto, por exemplo con a = 23 e
n = 100 (e xa sabemos que ¢(100) = 40):

23% = 29(mod 100)
23* = 292 = 41(mod 100)
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238 = 412 = 81(mod 100)
23'6 = 812 = 61(mod 100)
23%? = 612 = 21(mod 100)

Como 81 x 21 = 1(mod 100), multiplicamos as congruencias terceira e quinta, e temos que
234 = 1(mod100).

Este resultado é util para resolver certas ecuaciéns de congruencia. Suponamos que a é un nimero primo
con n, e interesa resolver a ecuacion:

azx = b(mod n)

Entén a solucién é o ntmero z = ba?(™~1 (e por suposto, calquera outro niimero congruente con el
médulo n):

aba?™ =t — b = b(a®™ — 1) = multiplo de n

Para ilustrar o procedemento, resolverase a ecuacién 13z = 7(mod 25). Como ¢(25) = 20, unha solucién
éx =7 x 139, pero convén encontrar a mais pequena:

13 = 13(mod 25)

13? = 19(mod 25)
13 =192 = 11(mod 25)
13% = 112 = 21(mod 25)
13'% = 21? = 16(mod 25)

Multiplicamos a primeira, a segunda e a tltima, e temos que 13!? = 2(mod 25), logo 7 x 13'? = 14(mod
25), e 14 é a menor solucién.
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