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A curva fractriz, conecida famén como curva de
persecucion, ten unhas especiais particularidades.
Entre as sias caracteristicas destacan que é unha
curva equitanxencial, que a sda evoluta é a cate-
naria ou que, ao xirar ao redor da sua asintota, da
lugar & pseudoesfera, superficie na que se verifica
a xeometria de Lobachevski.

Palabras chave: Curva, Tractriz, Equitanxencial,
Evoluta, Catenaria, Asintota, Pseudoesfera.

Dog’s Curve Stories

The tractrix curve, also called pursuit curve, has so-
me characteristics. Among its features are that itis a
equitangential curve, its evolute is the catenary or
when turning around its asymptote it generates the
pseudosphere, a surface on which Lobachevsky s
Geometry is verified.

Keywords: Curve, Tractrix, Equitangential, Evolute,
Catenary, Pseudoesphere.
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Historias
da curva do can

Luis Puic MOSQUERA

Seguro que vostede, ao ver correr algin can, de palleiro
ou calquera outra raza, tras un coche nalgunha das moi-
tas pistas que atopamos polos nosos campos, repararia
na forma estrana que ten de facelo, observando que non
segue unha traxectoria recta. O grafico que se acompana
(figura 1) simula a devandita traxectoria, que non é
sendén o obxecto principal deste artigo, a curva do can.

Ainda que fosen distintos matematicos os interesados en
analizar as sitias caracteristicas esenciais, entre os que
destacan Newton, Johann Bernoulli e Leibniz, parece
que fora Huygens, en 1692, o primeiro en obter a sua
ecuacion, dandolle o nome de curva tractriz. A tractriz,
curva do can ou curva de persecuciéon, é conecida tamén
como curva equitanxencial, en virtude de estar dotada
desta caracteristica.
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Figura 1: Imaxe modificada a partir dun orixi-
nal de Bolt (1997)
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Pero non é s6 o nome de curva equitanzencial o que se
explica por unha propiedade da curva. Como imos ver a
continuacion, os outros nomes que recibe xustificanse por
evidenciar algins dos seus aspectos, sobre os que nos ocupa.
Polo momento, diremos que o nome tractriz procede do
verbo latino trahere (tirar), nome introducido por Claude
Perrault' en 1693 quen, cando, ao xeito de desafio ma-
tematico, cousa moi habitual naquela época, propuxo o
correspondente problema? a Leibniz, a describia deste xeito:

Pofier un reloxo de peto con cadea sobre unha mesa,
de modo que a cadea estea tensa, e o extremo
contrario ao reloxo estea no bordo da mesa. Mover
entén ese extremo seguindo o bordo da mesa, para
asegurar que se traslade en lifia recta.

A curva que describe o reloxo é a tractriz.

A verdade é que estaria mais afortunado Perrault se propuxese calquera outro obxecto rixido en
lugar dunha cadea. Pero, en fin, tamén neste artigo se utilizard unha corda, que adoece do mesmo
inconveniente. Apélase 4 condicion da rixidez que debe manter a cadea (figura 2, 4 esquerda) para
cumprir os requisitos do enunciado de Perrault.
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Figura 2: Colocamos un reloxo de peto sobre unha mesa rectangular e estiramos a cadea de xeito que quede disposta
perpendicularmente a dous dos lados da mesa e que o seu extremo libre chegue ata o bordo dun deles.
Se desprazamos o extremo libre da cadea ao longo do bordo da mesa, que lifia segue o reloxo?
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Definiciéon. Ecuacions cartesiana e paramétricas

A caracteristica que define a curva do can é a de ser equitanxencial. Que quere dicirse ao caracterizala
como equitanxencial? Pois que cumpre, en cada un dos seus puntos, o seguinte: o segmento de tanxente
entre o punto de tanxencia e a asintota (direccion rectilinea do automobil) é constante.

A definicién anterior, podemos ilustrala doutro xeito que, por outra banda, xustifica outro dos nomes
polo que é conecida esta curva xerada de xeito mecéanico: curva de arrastre. Suponiamos que temos unha
corda suxeita do extremo libre da mesma (O), xa que noutro extremo, A, temos atado un pequeno
caldeiro (figura 2, 4 dereita). Mantendo sempre a corda tensa, ao movérmonos pola parte positiva
do eixe OY, o bote describe tamén a curva tractriz, razén pola que se cofiece tamén como curva de
arrastre.

O nome de curva de arrastre tamén se pon en evidencia por ser a traxectoria que describe calquera
das rodas do remolque dun automobil cando realiza unha viraxe de 90°, tal e como vemos na imaxe
da esquerda da figura 3. Na dereita, o tren que arrastra o obxecto circular movese na direcciéon do eixe
OX, fronte & traxectoria vertical do automobil. Con tal motivo, as curvas de arrastre estédn orientadas
de xeito diferente nas duas imaxes.

Figura 3: A imaxe da esquerda corresponde ao video do programa “La aventura del saber" de Television Espafiola,
La 2, no que baixo o titulo "; Qué matematicas tienen en comin un perro, un remolque, el Universo y un
edredon?”, a profesora Guadalupe Castellano divulgara diferentes aspectos da curva de arrastre (véxase
[5]). A dereita, un tren arrastra un obxecto circular mediante un cable rixido. A curva que describe o

obxecto é a curva de arrastre, unha tractriz.

Volvamos & condicién equitanxencial da curva tractriz coa que a definimos ao comezo do epigrafe:
partindo do punto A(a,0), en cada un dos seus puntos cumpre que a lonxitude do segmento da tanxente,
comprendido entre o punto de tanxencia e a intersecciéon da propia tanxente co eixe OY, é constante
(figura 4). Coa eleccion que se fixo do punto A(a,0), posto que a tanxente no devandito punto é
horizontal, a constante ten que ser a, distancia entre os puntos O e A, que representa a lonxitude
da corda —idealmente sempre tensa— coa que se arrastra o bote ou o remolque, segundo o caso que
queiramos considerar.
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v Para determinar a ecuaciéon cartesiana da cur-
va do can, a segunda consideraciéon é que vy,
pendente da recta tanxente no punto xenérico
de coordenadas (x,y), é tamén a pendente da
hipotenusa do triangulo rectdangulo da figura 4.

-2
Polo tanto, y¥ = ————— . Ademais, como
sabemos que a curva comeza a describirse a partir
T3 de A(a,0), punto de partida do can ou do obxecto
arrastrado, temos que engadir a condicion y(a) =
(xy) 0. En consecuencia, para determinar a ecuacién
X da curva, deberemos resolver o problema de valor
inicial:

0 A=(a,0)

Por estaren separadas as duas variables, non hai

Figura 4: Sobre a tanxente en cada punto (z,y), a distan- méis que integrar os dous membros da ecuacion.

cia entre o punto de tanxencia e o de interseccién

co eixe OX ten sempre lonxitude a, motivo polo Y/ a—
que é cofiecida como curva equitanxencial. Y= / ——dx
z

Para resolver a integral basta con aplicar o cambio de variable®: x = asent

sent sent sent

7 _ 2 2 _ 2 2,
_/\/a xdx _ _/acos tdt:—a/l sentdt:a/sent 1dt
T

= a / (sent — cosect) dt = a (— cost + In(cosect + cot t)) + ¢

= a <ln (a—l—\/cj —x2> — \/a:— x2> +c

Advertindo que a curva obtida poderia ter dias ramas: unha por encima e outra por debaixo do
eixe OX, que virian respectivamente dadas polos signos positivo e negativo da ordenada, chegamos
finalmente & sda expresion cartesiana mais habitual, ainda que existan outras posibilidades para
escribila.
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Se engadimos a condicion adicional citada, y(a) = 0, obtemos que a constante ¢ é nula e, polo tanto,
a ecuacion cartesiana da curva queda finalmente do xeito:

Vo —,
y:l:aln(aJrax):F\/anz; 0<z<a
T

Partindo da expresion anterior e observando a figura 5, na que
xa aparecen debuxadas as duas ramas citadas, tomaremos como
parametro o angulo ¢ para obter unha parametrizaciéon da curva.
Deste xeito, no triangulo rectangulo de hipotenusa a, temos que
x = a sent. Para determinar a expresiéon da ordenada bastara
con substituir na expresiéon cartesiana obtida con anterioridade.
Tendo presente as relacions trigonométricas do angulo metade,
resulta finalmente que:

x(t) = asent

y(t) = ta (cost +In <tan 2))

Se quixésemos comprobar que, efectivamente, a parametrizacion
corresponde & tractiz, bastaria verificar que, segundo a definicion
que se dera en linas anteriores, o segmento de tanxente compren-
dido entre o punto de tanxencia e o eixe OY ten lonxitude a.
Imolo facer.

Chamando 7@ = (z(t),y(t)), a pendente da tanxente é o
cociente entre a segunda e a primeira componente do vector
tanxente,

=V

B

Figura 5

-2 a acos?t
r'(t) = | acost, ——— —asent | = | acost,
S

t
2tan — cos? — cen
2 2

Polo tanto, a pendente da recta tanxente serd cott, e a recta tanxente, nun punto xenérico de
coordenadas (a sent,a (cost + In (tan %))), terd por ecuacion:

t
y—a <cost +In (tan 2)> = cott(x — asent).

A interseccion da recta tanxente co eixe de ordenadas é o punto (0, aln (tan %)) Agora, s6 temos que
calcular a distancia entre o punto de tanxencia, (asent,a (cost +In (tan £))), e o punto de interseccion
co eixe de ordenadas, (0,aln (tan £)). Resulta sinxelo o célculo, que da como resultado a, o que proba
que a parametrizacion elixida corresponde & curva tractriz.

Outra parametrizacion, usual tamén na tractriz, é a que se obtén utilizando as funciéns hiperbdlicas a

partir da anterior, mediante o cambio de variable sent = , quedando do xeito:
¢

osh
a
2(0) = cosh 6 6>0
y(6) = a (0 — tanh 6)
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No sucesivo, segundo faciliten os correspondentes calculos, elixiremos as coordenadas cartesianas
ou as paramétricas. Neste dltimo suposto, co mesmo criterio citado, optaremos por unha das duas
parametrizacions presentadas.

Caracteristicas da tractriz

O eixe de abscisas, ao que corta no punto (a,0), é eixe de simetria para a curva. Pola sta banda, o
eixe de ordenadas representa unha asintota vertical para a mesma.

Para rectificar a tractriz, podemos utilizar a parametrizacién obtida en primeiro lugar. Temos que
calcular a lonxitude dunha das stias ramas, dende o seu punto de arranque A(a,0) até un punto
xenérico P(x(t),y(t)). Asi, a lonxitude da tractriz sera:

t t 2 t 21\ 2
acos“t 2 acos“t
t; dt = t, ———— dt = t — ) dt
/g Il \/l <acos " sent )H ﬁ (acost) +( sent >

2 2 2

s(t)

t
= a/ |cott|dt = aln|sent|]. = aln(sent)

us
2

2

Posto que x = asent, podemos expresar finalmente a lonxitude da tractriz do xeito:

x
s(z) =aln—
a
En canto 4 superficie limitada pola curva do can (ambas as duas ramas) e a sda asintota, a sia medida
é a mesma dunha semicircunferencia de radio a, é dicir,
1
S = —ma®
2
O resultado anterior, que non deixa de ser sorprendente en principio, admite unha demostracion visual
baseada no teorema de Mamikon.

Teorema de Mamikon

Todos os aneis ovais varridos por un segmento de lonxitude constante a, cun extremo tanxente a unha curva plana
pechada suave, tefien igual 4rea, independentemente da forma da curva dada. O seu valor é ma?.

Especialmente axeitado ao caso da tractriz, xa que a lonxitude do segmento tanxente é constantemente
igual a a, o problema é que curva tractriz non é unha curva pechada, de maneira que necesitamos un
segundo teorema de caracter méis xenérico, que evite a dificultade aludida.

Para estes casos existe outra formulaciéon do teorema que precisa poner en claro o que é un varrido de
tanzentes —tangent sweep—, rexion limitada por segmentos de lonxitude arbitraria, tanxentes por un
dos seus extremos a unha curva dada. O varrido de tanxentes transformamolo nun feize de tanzentes
—tangent cluster—, resultado de trasladar os segmentos tanxentes paralelamente a eles mesmos, de
xeito que todos os puntos de tanxencia pasen a ser un tunico punto comdn despois da translacién
(figura 6). Pois ben, a reformulaciéon do teorema de Mamikon asegura que, con independencia da curva
de partida, o varrido de tanzentes, e o feize de tanzentes terien a mesma superficie ambas as dias
TETiOnSs.
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Volvendo ao caso da tractriz, trasladamos os
segmentos tanxentes de xeito paralelo a eles mes-
mos e transformamos todos os seus respectivos
extremos de tanxencia nun tnico punto, vértice
do feixe (figura 7). Aplicando a segunda version
dada do teorema de Mamikon, a superficie varri-
da polos segmentos das tanxentes transférmanse
nun feixe que conforma unha semicircunferencia.

. - . Con tal motivo, concliiese que a superficie com-
Figura 6: A superficie varrida polos segmentos de tanxen-
2

tes a unha curva é a mesma que abrangue o seu prendida entre a curva e a sta asintota é —ma“.
feixe de tanxentes con independencia da curva
dada (Mamikon).

Acaso agora o resultado deixe de ter a condicion
de sorpresa que tina inicialmente.

RS- — n"“' _ 'A‘

Figura 7: Secuencias da demostracion visual da superficie comprendida entre unha curva tractriz e a sta asintota.
A correspondente animacién completa atépase en:
http://demonstrations.wolfram.com/AreaUnderTheTractrix/

fat

Examinemos a continuacioén cal é a curvatura da nosa curva, desta vez, usando coordenadas cartesianas,
nas que a expresion da curvatura, x, vén dada pola expresion:

1

Y
K= ————
(1+ ()"
—aZ — 12
Posto que sabemos que y' = ————, punto de partida na deducién da ecuacion cartesiana, e deri-
x
a? 3/2

vando obtemos "’ = =, despois de realizar sinxelas operaciéns, chegamos a (1 + (¢ )2)

z2v/a? — x

3

—3, resultado que xa permite calcular a curvatura da tractriz:
T

a2

" 2. /a2 2
o — Y _ x*Vat -zt T
(1+(y)2)*? a’ ava? — 22

z3

Reparando en que tant = — (figura 6) e substituindo na formula obtida para k, conséguese
a?—x

tant
a

unha nova k =
trizaciéon:

, que permite calcular a curvatura da tractriz cando esta vena dada pola parame-

clz(t) = asent

t ;o O0<t<L
y(t) = ta <cost +1n (tan 2))

feito ao que puideramos tamén chegar por outro camino.

vl 3

YIA 14 15


http://demonstrations.wolfram.com/AreaUnderTheTractrix/

Historias da curva do can

PG |

() I?

Referimonos a calcular a curvatura mediante a expresion k(t) , sen mais que tomar

t
7“(75 = (a sent,a (cos t+1In (tan 5) >) para acomodo & tractriz.

Para rematar esta relacion de caracteristicas, unhas mais e outras menos curiosas que ten a nosa curva,
imos botar unha ollada & relaciéon que ten con outra curva, esta mais popular nos &mbitos mateméticos.
Referimonos & catenaria. En efecto, catenaria e tractriz estan vinculadas porque a catenaria é a evoluta
da tractriz e, en reciprocidade, a tractriz é a evolvente —lugar xeométrico dos centros de curvatura ou
envolvente das normais— da catenaria (figura 8).

Catenaria Tractriz
£ evolvente

Catenaria
evoluta

Tractriz

Figura 8: Se colgamos unha cadea polos seus extremos, a forma que adopta é a da curva catenaria.
Cortando a cadea polo punto inferior, o seu punto medio, o extremo de cada brazo da mesma debuxara
precisamente unha tractriz.

Lembremos de novo que a evoluta (catenaria) é o lugar xeométrico dos centros de curvatura da sta
curva evolvente, a tractriz neste caso. O punto de partida para comprobar o feito sera a catenaria que,
na posicion da dereita na figura 8, vird dada polas ecuaciéns:
x(6) = cosh @
y(0) =10
Lembremos igualmente que, dada a curva ¢(6), a stia evolvente () determinase do xeito:
' (6)
I’ @)1
4

tendo presente que s(f) representa a lonxitude de arco®.
Admitido o feito anterior, precisamente comezaremos por calcular a lonxitude de arco.

6 6 6
5(0) = /0 2 (€) +y% (&) de = /O \/1 4+ senh?(€) d¢ = /O cosh & d¢ = senh(6).

a(f) = c(8) — s(0)
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Agora non queda mais que substituir na expresion de «(#), e realizar algunha sinxela operacion.

(senh 6, 1) senh 6 1
a(f) = (cosh 0, 0) — senh § ————-— = (cosh §,0) — ——(senh0,1) = [ ——,0 — tanh 0
V1 + senh? 6 cosh 6 cosh 6
1
9 =
2(6) coshd

Polo tanto, como a(f) = representa a segunda das parametrizacions® dadas ao

y(f#) = 6 — tanh 6§

principio para a tractriz, queda probado que é a evolvente da catenaria.

Contradicindo a Euclides

Deixamos para o final deste relato matemaético sobre a tractriz a sua propiedade méis destacada. Se
as caracteristicas descritas no epigrafe anterior non deixan todas de ter interese, iso si, cada unha en
distinto grao, non hai discusion en canto a cal é a sta caracteristica de mais transcendencia matematica,
xeométrica para maéis precision. Esta non é outra que a de ser a curva que xera unha superficie, a
pseudoesfera, que serve de modelo para a xeometria hiperbélica.

Consideraremos a tractriz situada no plano OXZ (figura
9), de xeito que, usando as mesmas funcions hiperbolicas
que xa viramos, as siias ecuaciéons paramétricas cartesianas

en tres dimensiéns expresaranse do modo:
x(0) = asech
a(f) =< y(0) =0
a - " z(0) = a(0 — tanh 9)
X

Teremos presente tamén que dada unha curva calquera,
B(u) = (z(u),y(u),z(u)), a superficie de revolucién que
xera ao xirar en torno a OZ vén dada polas ecuacions
paramétricas:

(2

z

Q

)
x = z(u) cos ¢ — y(u) sen ¢
Figura 9: Ao xirar ao redor da sta asintota, a _ .
tractriz xera a pseudoesfera. s(u, ¢) = y = z(u)sen¢ +y(u)cos ¢
z = z(u)

Na expresion anterior, o parametro ¢ (0 < ¢ < 27) representa o angulo de xiro. No caso da pseudoes-
fera, superficie de revolucién ao xirar a tractriz ao redor do eixe OZ, & vez asintota da mesma (figura
9), teremos as seguintes ecuacions paramétricas:

z(0) = asechcos ¢
y(0) = asechfsen ¢
z(0) = a(6 — tanh 0)
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Se quixésemos obter a ecuacién cartesiana da pseudoesfera, eliminamos o parametro ¢ entre as daas
primeiras ecuacions mediante a relacion sen? ¢ + cos? ¢ = 1, que nos leva a 22 + y2 = aZsech? 6.
Combinando esta ecuacion coa expresion de z(6), tendo presente que sec h?0 = 1 — tanh? 6, podemos
tamén eliminar #. A ecuacion cartesiana final que resulta para a pseudoesfera é:

a

z == |a arcsech a? — (22 + y?)

Se usdsemos para a tractriz, tamén no plano OX Z, a outra parametrizacion,

x(t) = asent
y(t) =0

A(t) = +a <cost +In (tan ;))

resultarian as seguintes ecuacions para a pseudoesfera:

x(t) = asentcos @

y(t) = asentsen ¢

() = +a (cost +n (tan ;))

Até aqui nada de particular na pseudoesfera. Non é mais que unha superficie de revolucion obtida polo
xiro dunha curva plana, a tractriz. O verdadeiramente salientable da pseudoesfera é unha caracteristica
descuberta por Beltrami, matematico italiano sempre interesado nas xeometrias non euclidianas.
No ano 1868, Beltrami atoparia na pseudoesfera un modelo para a xeometria hiperbolica, conecida
tamén como xeometria de Lobachevski®, na honra deste mateméatico ruso estudoso da devandita
xeometria. O feito de que a pseudoesfera sexa un modelo para esta modalidade de xeometria revaloriza &
tractriz, xa que o feito de orixinar a pseudoesfera ten unha relevancia superior as propiedades descritas
anteriormente. Pensemos que o asunto do quinto postulado, formulado por Euclides no século IV a.C.
nos FElementos, centrou o interese dos matemaéticos durante un longuisimo periodo da historia. Do
avance logrado ao redor das xeometrias non euclidianas na época que lle toca vivir a Beltrami da conta
Hilbert que, xa no século XX, afirmaba fora “o mais notable e suxestivo resultado obtido no século
pasado”.

Na clasificacién de Klein, as xeometrias dividense en euclideanas e non euclideanas, segundo cumpran ou non o V
postulado. A xeometria euclidiana verificase sobre unha superficie de curvatura nula e, nela, a suma dos dngulos
dun tridngulo é 180°. A xeometria hiperbélica verificase sobre unha superficie de curvatura constante negativa e,
sobre ela, a suma dos dngulos dun tridngulo é menor que 180°. Finalmente, na xeometria eliptica a suma dos dngulos
dun tridngulo é maior que 180° e verificase sobre unha superficie de curvatura constante positiva. Na tdboa seguinte
aparecen esquematizadas as caracteristicas de cada unha das tres xeometrias.
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Xeometria euclidiana Xeometria hiperbélica Xeometria eliptica

= Dada unha rectar e un pun- | = Dada unha rectar e un punto | = Dada unha recta r e un punto

to P, exterior a ela, existe P, exterior a ela, existen can- P, exterior a ela, todas as
unha tnica recta paralela a do menos dias rectas distin- rectas que pasan por P cortan
r que pasa polo punto P. tas paralelas a r e que pasan 4 recta r.
polo punto P.
= A suma dos &angulos dun » A suma dos éangulos dun
tridangulo é 180°. = A suma dos angulos dun tridngulo é maior que 180°.
tridngulo é menor que 180°.
= Verificase nunha superficie = Verificase sobre unha superfi-
de curvatura nula. = Verificase sobre unha superfi- cie de curvatura positiva.

cie de curvatura negativa.

B

A+B+C =180° A+B+0C >180°

vé Vi i 4 coneci Vi

Convén aclarar que, cando se alude ao termo curvatura, nos referimos & cofiecida como curvatura de
Gauss (1777-1855), ideada por este personaxe, ao que posiblemente o lector botaria en falta nun asunto
que se conclie pouco despois da época que lle tocara vivir. O interese da curvatura de Gauss xustificase
polo carécter intrinseco da mesma, o que significa manterse invariante mediante calquera isometria’
que apliquemos & superficie e, polo tanto, en calquera reparametrizacion da mesma.

Tanto a curvatura de Gauss (K) como a curvatura media (H) poden ser calculadas a partir das
curvaturas das direcciéns principais da superficie: k1 e k2. Dado un punto P da superficie, a primeira
condicion para representar unha direccion principal é a de ser unha curva obtida como interseccion da
propia superficie cun plano normal en P. Nese punto P, entre todas as curvas que cumpran a condicion
anterior, as direcciéns principais seran aquelas dias curvas nas que a curvatura normal sexa minima e
méaxima, respectivamente. A partir delas, a curvatura de Gauss e a media, poden calcularse do xeito:

K1+ Ko

K:Hl'KQ H = 9

A curvatura de Gauss non varia coa orientacion elixida para a superficie mentres que na curvatura
media cambia o signo, razén pola que H non ten a caracteristica da invariancia que cumpre K. Desta
forma, o plano, modelo para a xeometria euclidiana, verifica K = 0 e, asemade, H = 0. Por outro lado,
o cilindro tamén se pode considerar como modelo para a xeometria de Euclides, xa que K = 0, porén,
neste caso, H # 0.
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No caso do plano, calquera secciéon normal é unha recta. Polo tanto, as stias curvaturas principais son
nulas: k1 = ke = 0, de xeito que K = H = 0. Pero, no cilindro, as direcciéns principais son rectas:
k1 = 0, e circunferencias: ko = % (r, radio do cilindro). Polo tanto, K = 0, pero H = % Como K =0
nos dous casos, ambas as superficies representan outros tantos modelos para a xeometria euclidiana.

Para a esfera, dase a circunstancia de que todas as seccions normais son circunferencias maximas, co
mesmo radio que a esfera, r. Polo tanto, a curvatura de calquera seccién normal serd sempre % En
particular, as direcciéns principais tamén cumpriran a condicion, é dicir, k1 = kg = % O que supén
que K = T% > 0, curvatura de Gauss constante e positiva, resultado que xustifica que a superficie da

esfera sirva de modelo para a xeometria eliptica.

Falta por examinar o caso que méis nos interesa
pola intervencion da tractriz, o da xeometria
eliptica, que esixe para a sia verificacién unha
superficie con curvatura constante e negativa,
momento en que entra na escena a pseudoesfera.

Para calquera punto P sobre esta superficie a
curvatura de Gauss ten signo negativo, xa que
se nos fixamos nas direcciéons principais (figura
11) as orientacions de ambos os respectivos radios
de curvatura son opostas. Ademais, en base &
parametrizacion anterior, poédese probar® que o

valor da curvatura é¢ K = expresion na

27
que a representa o radio da folseudoesfera. En
consecuencia, esta superficie supén un modelo
para a xeometria hiperbodlica e, polo tanto, a
suma dos angulos internos dun tridngulo sobre

a mesma non chega a ser 180°.

En suma, a curva do can, cando xira arredor da
asintota, xera unha superficie sobre a que ten
lugar a xeometria de Lobachevski ou xeometria
hiperbolica, feito que pon en valor o papel da
tractriz no mundo xeomeétrico.

Figura 11
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Notas

. Claude Perrault (1613-1688), arquitecto, fisico, mecanico, médico e naturalista francés era, ademais de membro da

Academia de Ciencias, irman de Charles Perrault, autor de contos como Carapuchina Vermella.

. Leibniz fai mencién do seu encontro no ano citado, 1693, momento en que Perrault lle formula o problema aludido.

Do comentario de Leibniz dedicese que xa fora formulado anteriormente a outros mateméaticos, Newton entre eles.
Posteriormente descubririase que Newton xa determinara a curva en 1676.

. Unha cuestion, obviada case sempre tanto nos libros como nas paxinas de Internet, é que para calcular unha primitiva

da cosecante, convén multiplicala e dividila previamente pola suma de cosecante e cotanxente. A sinxela transformacion
anterior permite visualizar un logaritmo como solucién inmediata da mesma.

. Unha completa explicacion deste feito, tan detallada como rigorosa, podémola atopar en [10]
. Obsérvese que, por simplicidade, tomamos a = 1 en todo o desenvolvemento.

. Klein (1849-1925) foi o que unificou os nomes das diferentes xeometrias en canto & verificacion do quinto postulado:

hiperbolica, eliptica e parabdlica. Chamou hiperbdlica & xeometria orixinal de Saccheri, Gauss, Bolyai e Lobachevski,
eliptica 4 xeometria sen paralelas, e parabolica & xeometria euclidiana. Klein idearia tamén un modelo para a xeometria
de Lobachevski, usando o circulo como plano e as cordas como rectas do mesmo.

. A Xeometria Diferencial octipase das variedades, estruturas coas condiciéns minimas para facer posible nelas o calculo

infinitesimal e nas que, ademais, tense o concepto de ortogonalidade. As transformaciéns compatibles con esta estrutura
son aquelas funciéns diferenciables que conservan o produto escalar, funciéns que se chaman isometrias. Entre todas
as propiedades importantes que permanecen invariantes as isometrias, a fundamental é a curvatura.
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8. A partir dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais, unha demostracion deste feito atopase, por
exemplo, en Klingenberg (1978). Para outro tipo de proba, entre innumerables posibilidades, os interesados poden

consultar http://mathworld.wolfram.com/Pseudosphere.html. Pédense probar igualmente outras cuestiéons ao redor
3

da pseudoesfera. Asi, a superficie da mesma é 47 a2, igual que o da esfera, e o seu volume , a metade do da

esfera. S6 estas analoxias xustificarian o nome dado a esta superficie.
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